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Das eingeschrinkte Fermigas
2. Teil: Das Austauschintegral
Von

H. HarrMaNN, W. ILsE und G. GLIEMANN

Es wird das Austauschintegral zwischen den Eigenfunktionen des eingeschrinkten Fermi-
gases angegeben,

The exchange integral between the eigenfunctions of the limited Fermi gas model is given.

On donne I'intégrale de résonance entre les fonctions d’onde d’un gaz de Fermi limité.

Wenn man bei der Behandlung des eingeschrénkten Fermigases [1] in nichster
Néaherung die Wechselwirkung zwischen den Teilchen berticksichtigen will, tritt
das Austauschintegral zwischen Eigenfunktionen auf, die ebene Wellen darstellen,
welche den Randbedingungen des eingeschrinkten Gases geniigen. Bei der Be-
schrinkung auf den Fall 0<ZD/e < 1 brauchen nur solche Funktionen in Betracht
gezogen zu werden, die in z-Richtung (senkrecht zu den Begrenzungsflichen)
keine Knotenstellen aufweisen. Sie lauten
a i (k) z+ £ y)

2
Pr= ﬁcosﬁe (1)

—

bzw.
9 > (1.(8) (8)

’/’szl/;ﬁcos%fet(kx x—l—kyy). (2)
F ist die GroBe der Fliche in der z, y-Ebene, in bezug auf die die y normiert sind.
Eine solche Normierung ist sinnvoll, wenn wir eine Gasmenge betrachten, deren
Behélter in z-Richtung die Dicke D hat und der sich in z- und y-Richtung sehr
weit, aber endlich weit ausdehnt. Die Eigenfunktionen der Form (1) bzw. (2) genii-
gen dann zwar an den duBeren Behélterrindern nicht den richtigen Randbedingun-
gen. Der Fehler, der dadurch entsteht, dafl wir die in dieser Beziehung ,,falschen
Eigenfunktionen (1) bzw. (2) verwenden, diirfte aber fiir den Fall Vf > D kaum
ins Gewicht fallen.

Jede der betrachteten y-Funktionen wird durch die zu den Hauptbegrenzungs-
flichen parallelen Komponenten eines Wellenvektors k%), k) bzw. k), k%
charakterisiert. Diese Komponenten héingen mit den entsprechenden Impuls-
komponenten nach

p(;) =—1F ]{;(Z;), p(?rl) =—F k(;) (3)
bzw.

p(;? =Nk, p(zs/) =—F k(;) (4)
zusammen.
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Das Austauschintegral zwischen v, und y; ist durch

Ars= e[ pr (1) g5 (1 lf IWQ ys (2) dr, dr, (5)

definiert. Die Zeichen sind folgendermafien erklirt:
dry = daydyydzy, dvy= duwdy,dz,,
A2, Yy 20 (1), 270 T, Ys, 25 (Ta),
[rg—1y|= 4+ V(xz— )2+ (Ha— ) + (2a—2)%
Beide Integrationen sind iiber den ganzen Behilter zu erstrecken.
Mit

V- [ e e G
kann man fiir das Austauschintegral auch
Ars= 62J'T/)r (1) W;(i) V(1) dr, (7)

schreiben. Wenn man in (6) die Integrationen nach 2 und y nun abweichend
jeweils mit den Grenzen — co und + oo ausfithrt, macht man einen Fehler am

suBeren Rand des Behélters. Fiir den Fall V' F > D wird er praktisch bedeutungs-

los. Unter diesen Umsténden ist also in sehr guter Naherung
Di{2 oo oo

Ve, y z)—/ / / . 2 —cost L2

H s €1} — T e —

T S B N e T At
. ei[(k(g)—k‘;))xz-]-( kY —H, ))yz]dxzdygdzz

Mit der Koordinatentransformation

Lyg— Ty=2 Zo= 2+ 73 dxy=dx
- - e 9)
Yo—¥1=Y Yo=Y+ % Yg = GY
und der vereinfachten Bezeichnung

k(;)_ k‘;) = ky, k(;)— k(;) = by, @@= 12+ (29— 7 ) (10)
entsteht aus (8):
D[2 o
9 ez
Vi )= g ¢ T [ o %, [ e ay / = a1
D2
—D|2 o oo ]/x2+a2
Aus einer bekannten Integraldarstellung der Hankelschen Funktionen [2] folgt:
Ja
/ ot dz =i HO(i a|ky)). (12)
oo l/x2+u2
Damit wird :
w o
_[1 = / ’kay dy / z dx
2, J Ve (13)
=i [ o HY (ko] y =52y
Mit Hilfe einer Beziehung aus der Theorie der Fouriertransformationen folgt
daraus I, 27 (T W (zg—2y), (14)
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wobei W durch -
W= Vit k (15)
definiert ist.
Jetzt ergibt sich also schlieBlich fir V:

_ A ik Ryyy) 16
_ prw © L . (16)
mit Dj2 W
12: /cos2D 2 et (2 _zl) ng. (17)
—D/2

Das Vorzeichen des Exponenten muf so festgelegt werden, dafl nach Porssox
(AV =—4mp) aus V wieder die potentialerzeugende Dichtefunktion v; v, her-
geleitet werden kann. Diese Bedingung wird erfiillt durch

D2 z,
I,= ] cos? % Zpe W(zy—2y) dzy / cos? % Zpe W(zy—2) dzy . (18)
% —D/[2

Elementare Integration ergibt nun:

1 042 f‘—xi . DW I
12:AW—-(1;§<1+ 5 cosPh—e 2 0«010"51),06:7,'51:})‘/«1 (19)
und damit wird nach (16)

TDFW: g _;_“2

Die Potentialfunktion (20) liBt sich auch mittelbar durch Integration der
Poissonschen Differentialgleichung

dn 1 (k‘x’l‘l +kyyy) (1 + —costt,—e @Di & t1> . (20)

8 (ke k
AV(rl):~4nQ(rl):—ﬁ%eosz%zl-e@( @+ Ky ) (21)
herleiten. Dazu wihlen wir als Losung den Produktansatz
V()= f () ka1 +Eyt) - (22)

Mit Riicksicht auf (21) und (15) gewinnt man zur Bestimmung von f(z;) die ge-
wohnliche Differentialgleichung

)= W fla) = — 2 cost Tz, (23)

mit der Losungsschar

4D 1 4
2y — MeWz, Wz | .
fle =25 s (145 cost T MePey— Ne,) 29
Entsprechend der Symmetrie der Ladungsverteilung ¢ miissen wir verlangen,
daB auch V und damit f(z,) symmetrisch zur Ebene 2z, = 0 verlaufen. Es muB

demnach gelten:
(G-t G- e
Unter diesen Bedingungen stellen wir fest, daB die Integrationskonstanten
M und N gleich sein miissen:
M=N. (26)
Die eine noch unbestimmte Integrationskonstante legen wir durch die konven-
tionelle Forderung fest, daB das Potential unseres Ladungssystems im Unendlichen
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verschwindet: Im ladungsfreien Raum auflerhalb des Fermigases mufl das Poten-

tial der Poissongleichung
AVa=0 27

geniigen. Um die AnschluBBbedingungen von V4 an V in #;- und y,-Richtung zu
befriedigen, gehen wir von dem Ansatz aus:
Va=g(z) .ei(kx%'i—kyyﬁ_ (28)
Die allgemeine Losung lautet mit diesem Ansatz
V= (ueWz peWey)- ¢t kay -+ k) (29)
Mit Riicksicht auf die Normierungsbedingungen des Potentials sind aber nur
folgende Losungen zuldssig:
firzy > Df2: Vyr=ve Wz ei(k’”xl + k@’yl), (30)
fir zy «—DJ2: Vo= peWzy- ooty +kyyy)
Die Potentiale V und V44 (V4-) missen gemdl den in Betracht kommenden

D D
Anschlufibedingungen an der Stelle z, = 3 <21:—§> stetig und differenzierbar
ineinander iibergehen. Diese Forderung erlaubt die eine noch unbestimmte

TIntegrationskonstante festzulegen. Unser Potential wird damit

4D 1 ol 2 — 2 kg, +F
V(rl):’ﬁ m<1+?00825‘1—e 2 Cpj Wz1>e( 1 yyl), (31)

in Ubereinstimmung mit (20).

Mit .
Prl1) (1) = o cost Ty o Fata t ) (32)
und (20) bzw. (31) folgt aus (7) durch elementare Integration
4¢2 D
Aps= Frod f(ex) (33)
mit s
N e 1—e—an
)= e | aatt o (34
Fiir die Grenzfille x — 0 und & — oo gilt:
lim f(x)=0, lim ZL -z (35)
«—0 x>0
lim f(x) = % . (36)
*x—+00

Das Resultat (33) unterscheidet sich durch den Faktor f(x) von der entspre-
chenden GroBe fiir den rdumlich unbeschrinkten Fall.
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