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Das  eingeschr~inkte Fermigas  

2. Tell: Das Austauschintegral 

Von 

H. HARTMANN, W. ILSE u n d  G. GLIE~IANN 

Es wird das Austausehintegral zwisehen den Eigenfunktionen des eingesehriinkten Fermi- 
gases angegeben. 

The exchange integral between the eigenfunetions of the limited Fermi gas model is given. 

On donne l'int~grale de r4sonance entre les fonctions d'onde d'un gaz de Fermi limit~. 

Wenn man bei der Behandlung des eingeschr/~nkten Fermigases [1] in n/iehster 
N/~herung die Weehselwirkung zwischen den Teflchen berfieksichtigen will, tritt 
das Austausehintegral zwischen Eigenfunk~ionen auf, die ebene Wellen darstellen, 
welche den Randbedingungen des eingesehr~nkten Gases genfigen. Bei cler Be- 
schr/inkung auf den Fall O~D/a < l brauehen nur solche Funktionen in Betracht 
gezogen zu werden, die in z-Riehtung (senkrecht zu den Begrenzungsfl/~chen) 
keine Knotenstellen aufweisen. Sic lauten 

,~ i (/~(2 x + y) 
~Vr----- ~-~ cos ~- e (1) 

bzw. 

1 / Y  ~ i (k(~) x +  ~(~) y) 
~ = [ ~  cos ~ e (2) 

Fi s t  die GrSBe der F1/iehe in der x, y-Ebene, in bezug auf die die ~ normiort sind. 
Eine solche Normierung ist sinnvoll, wenn wir eine G~smenge betrachten, deren 
Beh/ilter in z-Riehtung die Dicke D hat uncl der sich in x- und y-Riehtung sehr 
welt, abet endlich weir ausdehnt. Die Eigenfunktionen 4er Form (l) bzw. (2) genii- 
gen dann zwar an den/~uBeren Beh/~lterri~ndern nicht den riehtigen Randbedingun- 
gen. Der Fehler, der dadurch entsteht, dab wir die in dieser Beziehung ,,falsehen" 
Eigenfunktionen (1) bzw. (2) verwenden, dfirfte aber ffir den Fall I/F->~ D kaum 
ins Gewieht fallen. 

Jede der betrachteten ~0-Funktionen wird durch die zu den Hauptbegrenzungs- 
fl~chen parallelen Komponenten eines Wellenvektors /~(~), k(~ ) bzw. /c(2, /~(~) 
charakterisiert. Diose Komponenten h~ingen mit den entsprechenden Impuls- 
komponenten nach 

p(2 = - -  ~ k(2, p(~) = - ~ ~(~) (3) 
bzw. 

zusammen. 

l la  Theoret. chim. Acta (Berl.) Bd. 1 



J56 H. HARTM~NN, W. ILSE und G. GLIEMANN: 

Das Austausehintegral zwischen ?r und tvs ist dureh 

i 
A .  = ~ ff W (i) ~s (l) ~ 2 ~ 1 i  v, (2) vs (2) d~l d~  (5) 

definiert. Die Zeichen sind folgendermaBen erkl~rt: 

d7:1 = dxldyldz l ,  dr2 = dx2dy2dz2, 

,.l" : Xl, Yl' Zl (1~1)' .2" : X~, Y2' Z2 (r~), 

[ ~ -  ~ 1 = + V(x~-  z~)~ + ( y~ -  y~)2 + (~2- ~)~. 
Beide Integrationen sind fiber den ganzen Beh/~lter zu ers~reeken. 

Mit / ,  

V (1)= j 
$ 

kann man ffir das Austausehintegral auch 

At8 = e~ I~pr (1)~o2(l ) V (t) d~l (7) 

schreiben. Wenn man in (6) die Integra$ionen naeh x uad y nun abweichend 
jewefls mit den Grenzen --  c~ und + oo ausffihrg, macht man einen Fehler am 

/iuBeren Rand des Beh/flters. Ffir den l%ll VF->> D wird er praktisch bedeutungs- 
los. Unter diesen Ums~/inden ist also in sehr guter N/~herung 

V(Xl, Yl, z l ) = /  t 2 
-~l~ . . . .  +V~-xl)~ + (y.~-y~)-" + (Z~--~i) ~ 1)--/eosS 5 z2 �9 (s) 

irl/c(s) k(rhx _~l]~(s) ~(rh~, 1 
�9 e L~ x - -  x J 2 ~ ~ , - -  y JU~Jdx~dy2dz~. 

Mit der Koordina~entransformation 

Z 2 - x  1= X 372= X21- X 1 dx2= dx 

Y2--Y~ = Y Y2 = Y + Y~ dy~ = dy (9) 

und der vereinfachten Bezeiehnung 

v 2 -  ~(~) = ~ ,  ~(~) -  ~(~) = ~ ,  ~ = ~2 + (~2- ~)~ (~0) 
entsteht aus (8): 

o o  

�9 DI~ ~ . /  eikZ x j. _" 2 ~ ( k x X l + / % y ~ )  c~  %dz2 e i k u Y d y  d x .  (11) 
V(x~, y l ,  z~) = ~ --91~ --~ -o~ gx~+a ~ 

Aus einer bekannten s der ttankelschen Funktionen [2] folgt: 

dx=~iH(~o) ( ia l kx] ) .  (12) 

Damit wird: 
o o  . 

1 1 =  e i k y y  dy  j _(_/~__;_~.2 dx (t3) 
- - ~  V x + a  

= ~ i f e':eyY H(~)(lk~ ] V2(z2--,1)~ --y~)dy. 
- - - o o  

Mit Hilfe einer Beziehung aus der Theorie der Fouriertransformationen folgt 
daraus 

11 = 2~= sT W ( % - - z i )  , (i4) 
W 
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wobei W durch 

definiert ist. 
Jetzt  ergibt sich also schliel~lich ffir V: 

V =  4z ei(kxxx §  3 , (16) 
DF IV 

mit 1)/2 
-/3= f COS3~-Z3D e+W(z3--Zl) dz2' (i7) 

- - n / 2  

Das Vorzeichen des Exponenten muB so festgelegt werden, dab nach PoIssoN 
(/1 V = -  4 ~ )  aus V wieder die potentialerzeugende Dichtefunktion F~* ~vs her- 
geleitet werden kann. Diese Bedingung wird erffillt durch 

D /~2 ~ z ~. 

-/2= 
zl - - D / 2  

Elementare Integration ergibt nun : 

( ) i ~2 ~ DW 
-/3-- W(I~_~) 1 +  ~-cos3t l - -e  - ~  ~oioctl  , a = - - , n  t l=I ) -  z 1 (t9) 

und damit wird nach (t6) 

V =  D~W-~4~ . i+~l e *(kzxl+kyyl)  t +  ~ e o s 3 t l - - e - - T ~ D I ~ x t l  �9 (20) 

Die Potentialfunktion (20) 1/iBt sieh aueh mittelbar dureh Integration der 
Poissonsehen Differentialgleiehung 

8~ cos~ ~ zl '  ei(kxxl + kyyl) d V ( r l )  : - -  4 7t: ~ (1:1) - P . D  __ ( 2 ] )  

herleiten. Dazu w/~hlen wir als LSsung den Produktansatz 

V (1:1)= / (zi)  e i(kxxi  A-kyyx) . (22) 

Mit l~ficksicht auf (2i) und (i5) gewinnt man zur Bestimmung yon /(z~) die ge- 
w6hnliche Differentialgleichung 

/"(z~)--  W ~ / ( z ~ ) -  

mit der L5sungsschar 
4D 1 / a 2 z /(z~) - ~F ~ ( 1 + � 8 8  [ l  + ~- cos 2 

8= cos3 ~ zl (23) 
F.D D 

z 1 -  MeWZl-- Ne-Wzl) . (24) 

Entsprechend der Symmetrie der Ladungsverteilung ~ miissen wir verlangen, 
daf~ auch V und damit /(zl) symmetrisch zur Ebene z 1 = 0 verlaufen. Es mul~ 
demnach gelten: 

/ (  D ) = /  (D) oder / ,(__D) = - - / , ( D ) .  (25) 

Unter diesen Bedingungon stellen wir fest, dab die Integrationskonstanten 
M und Z; gleich sein miissen : 

M = N. (26) 
Die eine noch unbestimmto Intogrationskonstante legen wir durch die konven- 
tionelle Forderung lest, dab das Potential unseres Ladungssystems im Unendlichon 
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verschwindet  : I m  ladungsfreien l~aum auBerhalb des Fermigases  mul3 das Poten-  
tial der Poissongleiehung 

A VA = 0 (27) 

geniigen. Urn die Anschlul3bedingungen von VA an V in x 1- und y r R i c h t u n g  zu 
befriedigen, gehen wit  yon dem Ansatz  aus: 

V A = ~(zl) �9 e i (kxxl  § kyYO. (28) 

Die allgemeine LSsung laute t  mi t  diesem Ansatz  

VA = (# ewz~ + v e-Wzl), e i(kx xl + k yYl). (29) 

Mit Riicksicht auf  die Normierungsbedingungen des Potent ia ls  sind aber  nur  
folgende LSsungen zul/~ssig: 

fiir z 1 >~ D/2: VA+= ve-WZt'e i ( k x x l + k y y l ) ,  (30) 

ffir z 1 .~--D]2:  V A - =  #eWzl"e i (kxxl  §  

Die Potent ia le  V und VA+ (VA-) mfissen gem~g den in Bet rach t  k o m m e n d e n  

AnsehluBbedingungen an der Stelle z 1 = ~  ~ 1 = - - ~ ]  stet ig und differenzierbar 

ineinander iibergehen. Diese Forderung  er laubt  die eine noch nnbes t immte  
In tegra t ionskons tan te  fesgzulegen. Unser  Potent ia l  wird dami t  

4D t ( ~  ~ ~ ) ' 
V ( ~ I ) - - ~ F  ~2(1+1~2) t + 2 - c ~  - z l - e  2 ~D i W z  1 e i ( k x x t + k y y O  (3t) 

in (~bereinst immung mi t  (20). 
Mit 

~flr(l) ~ ; ( i )  = 2_DF c~ D ~ zl e - - i (kxx l  + kYYl) (32) 

und (20) bzw. (31) folgt aus (7) durch e lementare  In tegra t ion  

4e 2D ,, , (33) 

mi t  

1 + ~ ' 2  i (34) I(cr ~ + ~  ~ ( ~ + ~ )  t ~ + ~  ) 

Ffir die Grenzf/~lle ~ -~  0 und ~ --> oo gilt:  

l im /(0Q= 0, lira d/ = ~ (35) 
d~ 2 ' a-+0 o~-~0 

3 
l im / ( a ) =  ~- .  (36) 

Das Resul ta t  (33) unterscheidet  sich durch den F a k t o r  /(~) yon der entspre- 
chenden GrSf~e ffir den ri~umlich unbeschri~nkten Fall. 
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